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 1 — кожа; 2 — надкостница; 3 — кость черепа; 4 — продольный шов;  5 — твердая оболочка; 6 — паутинная оболочка; 7 — 
сосудистая оболочка; 8 — субарахноидальное пространство;  

9 — венозная впадина; 10 — арахноидальные грануляции; 11 — серп большого мозга;  
12 — нижний сагиттальный синус (расстояния между оболочками преувеличены) 

 
Механико-математические модели реакции головы на ударные нагрузки позволяют 

исследовать качественные зависимости влияния индивидуальных особенностей строения 
головы человека на степень риска при черепно-мозговых травмах и предсказывать возможные 
физиологические патологии, которые могут появиться после черепно-мозговой травмы, 
поскольку карты мозга (области, отвечающие за те или иные функции организма человека) 
хорошо известны нейрофизиологам. 

 
1. Уравнения механики деформируемого твердого тела 

 
Для описания поведения биологических тканей как сплошной среды под воздействием 

механических нагрузок ударного типа использовалась система уравнений линейной теории 
упругости [2], уравнения движения и реологические соотношения: 

 ,i j ijvρ = ∇ σ&  σ = +& ,ij ijkl kl ijq e F   (1) 

где ρ  — плотность среды; iv  — компоненты скорости смещения;  
,ijσ ije  — компоненты тензоров напряжений и скоростей деформаций; 

       j∇  — ковариантная производная по j-й координате;  
       ijF  — правая часть. 

Тензор 4-го порядка qijkl определяет реологию среды. В случае линейноупругого тела его 
компоненты выражаются через две независимые постоянные — константы Ламе λ и μ: 

 ( ).ijkl ij kl ik jl il jkq = λδ δ +μ δ δ + δ δ   (2) 

Также использовалась модель вязкоупругого тела Максвелла. 

Плотность определяется из уравнения состояния ( / )
0 ,p Keρ = ρ  где 1

3 kkp = − σ∑ — давление; 
2
3K = λ + μ  — коэффициент всестороннего сжатия. Уравнения (1; 2) допускают запись в матричной 

форме: 

 ∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

rr r r
1 2

1 2
,u A u A u ft x x   (3) 

где 1 2 11 12 22 33( , , , , , )Tu v v= σ σ σ σ
r — вектор искомых функций; f

r
— вектор правых частей той же 

размерности; iA — матрицы ×6 6,  явный вид которых приведен в работе [3]; x1, x2 — независимые 
пространственные переменные; t — время. Если матрицы iA  в уравнении (3) имеют 6 веще-
ственных собственных чисел, то такая система называется гиперболической, ее решения 
соответствуют процессам, которые обычно называются волновыми — распространение 
возмущений вдоль характеристических конусов в пространстве (x1, x2, t). 

 
2. Механико-математическая модель системы «череп — мозг» 

 
Нами было сформулировано несколько механико-математических моделей головы человека. 

Реологические свойства биоматериалов подвергались вариации. Так, реология мозгового вещества 
полагалась как линейноупругой, так и вязкоупругой. Поведение костного материала 
моделировалось как изотропной линейноупругой сплошной средой со средними свойствами 
пластинчатой и губчатой кости, так и многокомпонентными моделями, явно выделяющими 
костную ткань с разными механическими характеристиками. 

Моделирование взаимодействия между черепом и мозгом —сложная задача, так как в 
действительности мозг имеет большое количество различных по механическим свойствам 
оболочек, складчатых структур, врастающих друг в друга, с полостями, заполненными жидкостью 
(ликвором). В данной работе применялся метод явного выделения контактного разрыва с 
контактными условиями, которые варьировались от полного слипания до скольжения с 
возможностью отслоения. 

 



3. Сеточно-характеристические методы  
для систем одномерных гиперболических уравнений 

 
Для численного исследования моделей был использован ряд известных конечно-разностных 

методов, относящихся к классу сеточно-характеристических. Для системы уравнений с одной 
пространственной переменной 

 u A u ft x
∂ ∂+ =
∂ ∂

rr r   (4) 

решение ищется в виде сеточной функции ,n
mur  заданной в узлах сетки {xm = mh, tn = nτ}, где h и τ — 

шаги по пространству и по времени. 
Монотонная схема. Эта схема строится на основе анализа поведения характеристик системы 

уравнений (4) и приводит к следующим формулам [3]: 

 + − + − −
+ −= − σΩ Λ Ω − −σΩ Λ Ω −

r r r r r r1 1 1
1 1( ) ( ),n n n n n n

m m m m m mu u u u u u   (5) 

где Ω — матрица, строки которой являются левыми собственными векторами матрицы A; ±Λ — 
диагональные матрицы, содержащие соответствующие собственные числа. Схема (5) имеет 
порядок аппроксимации O(h, τ), обладает свойством монотонности и минимальной аппроксима-
ционной вязкостью среди монотонных схем первого порядка, что важно при расчете 
динамических процессов в неоднородных средах. 

Схема 2-го порядка точности. Единственная центральная схема  
2-го порядка аппроксимации на трехточечном шаблоне (то есть использующая значения в 
точках {m − 1, m, m + 1}) — схема Лакса — Вендроффа: 

 1 2 21 1
1 1 1 12 2( ) ( 2 ).n n n n n n n

m m m m m m mu u A u u A u u u+
+ − + −= − σ − + σ − +

r r r r r r r   (6) 

Схема (6) обладает минимальным размазыванием волнового фронта, но не является 
монотонной. Это имеет вид нефизичных осцилляций вблизи разрывов точного решения. 

Гибридные разностные схемы. Если составить линейную комбинацию двух предыдущих схем, 
то гибридную схему можно записать в виде 

 1 1 2 21 1
1 1 1 12 2( ) ((1 ) ) ( 2 ).n n n n n n n

m m m m m m mu u A u u A u u u+ −
+ − + −= −σ − + −α σΩ Λ Ω+ασ − +

r r r r r r r  (7) 

Здесь Λ  обозначает диагональную матрицу, составленную из модулей собственных значений 
матрицы A. При α = 0 мы получаем схему первого порядка (5), при α = 1 — схему второго порядка 
(6). Схема (7) называется гибридной, если коэффициент α выбирается в соответствии с локальными 
свойствами решения [4], и гибридизированной, если он имеет фиксированное значение [5], 
подбираемое экспериментально. В данной работе локальная гладкость решения определялась из 
условия, предложенного Р. П. Федоренко [9]: 

 1
1 12 ( 2 )n n n

m m mu u u+ −− +
r r r   1

1 12 ( ).n n
m mK u u+ −−
r r   (8) 

В расчетах полагалось K = 0,5. В случае гладких решений применяется схема второго порядка 
(6), если решение имеет разрывный характер, то используется схема первого порядка (5). 

 
4. Разностные схемы  

для двумерных гиперболических уравнений 
 
В случае двумерных гиперболических уравнений разностные схемы на регулярной расчетной 

сетке {xl = lh, ym = mh, tn = nτ} могут быть получены из перечисленных одномерных разностных схем 
следующим образом. Каждую явную схему на трехточечном шаблоне можно представить в виде 
действия оператора 

 ( ){ }1
1 1, , , , .n n n n n

m m m m mG h+
− += + τu u A u u u   (9) 

Тогда соответствующая двумерная схема на пятиточечном шаблоне будет иметь вид 

 ( ){ } ( ){ }1
, , 1, , 1, , 1 , , 1

1 12 , , , , 2 , , , , .
2 2

n n n n n n n n
l m l m x l m l m l m y l m l m l mG h G h+

− + − += + τ + τu u A u u u A u u u   (10) 
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этом геометрия области выбиралась таким образом, чтобы за рассматриваемое время сильное 
возмущение не успело дойти до этих границ. Расчет различных слоев костной ткани черепа, 
внутричерепной жидкости и мозгового вещества производился сквозным образом. 

На рисунках 6 и 7 даны изолинии напряжений в различные моменты времени, полученные с 
использованием разнообразных моделей. Из рисунков видно, что на начальной стадии, пока 
картина еще носит ярко выраженный волновой характер, распределение напряжений в случае 
использования разных моделей покровов мозга сильно отличается. 
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Рис. 6. Многокомпонентная модель. Изолинии напряжений.  
Ось x направлена вправо; ось y — вверх; шарик налетает справа: 
а — σxx при t = 7,5 мкс; б — σxx при t = 12,5 мкс; в — σxy при t = 7,5 мкс; 
г — σxy при t = 12,5 мкс; д — σyy при t = 7,5 мкс; е — σyy при t = 12,5 мкс. 
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Рис. 7. Модель с однородным черепом из компактной костной ткани. 
 Изолинии напряжений. Ось x направлена вправо; ось y — вверх;  

шарик налетает справа: 
а — σxx при t = 7,5 мкс; б — σxx при t = 12,5 мкс; в — σxy при t = 7,5 мкс; 
г — σxy при t = 12,5 мкс; д — σyy при t = 7,5 мкс; е — σyy при t = 12,5 мкс. 

 
Итак, результаты применения различных моделей отличаются друг от друга на начальных 

стадиях, пока протекающие процессы носят ярко выраженный волновой характер. Можно 
утверждать, что для получения достоверной картины распределения нагрузок в мозге важно 
учитывать внутреннее строение его покровов. 
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